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IntrodutionLe thème du haos en physique a été abordé pour la première fois par H.Poinaré au début du XXème sièle, puis a susité un grand intérêt à partirdes années 1960, i.e. dès que les ordinateurs ont été apables d'e�etuer degros aluls. Le haos a une aeptation bien préise : il onerne les systèmesdont la dynamique présente à la fois une forte réurrene, et une sensibilitéextrême aux onditions initiales. La méanique quantique pose le problèmesuivant : quel serait le omportement d'un système lassiquement haotiqueen méanique quantique ? En e�et, bien que la notion de onditions initialessoit univoque lassiquement, dans le adre de la méanique quantique, elleest obsurie par la relation d'inertitude d'Heisenberg. De plus la notion detrajetoire n'existe plus, et est remplaée par elle d'amplitude de probabi-lité. L'étude de e problème est appelé haos quantique.Un exemple de système démonstratif dans le adre de ette thématique estle "Kiked Rotor". En e�et, les omportements lassique et haotique du Ki-ked Rotor sont radialement di�érents : en méanique quantique, on assisteà des e�ets interférentiels qui, selon les symétries du système, sont plus oumoins importants. Le Kiked Rotor, étant un système dont le potentiel estpériodique temporellement, ses évolutions lassique et quantique sont trèséloignées. On peut supposer alors qu'en réduisant l'importane des interfé-renes, on assiterait alors à un nouveau omportement, intermédiaire entreles omportements lassique et quantique. C'est là le but de e stage.Il est primordial de présenter exhaustivement le Kiked Rotor dans un pre-mier hapitre. Nous nous intéresserons alors à une méthode mise en évidenepar H. Shomerus, qui met en jeu des distributions dites de "vols de Lévy".En�n nous proposerons une solution au problème posé initialement.
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Chapitre 1Le Kiked RotorAvant de présenter le travail réalisé durant e stage, il est impératif d'étu-dier exhaustivement le Kiked Rotor. Cei fera l'objet de e premier hapitre.En partiulier nous allons étudier l'évolution temporelle du système, lassiquedans un premier temps, quantique dans un seond.1.1 Le Kiked Rotor lassique1.1.1 PrésentationConsidérons une partiule de masse m soumise à une fore pulsée dérivantd'un potentiel sinusoïdal de période spatiale Λ. Cette fore est pulsée pério-diquement tout les T . Le système est étudié ii dans le as unidimensionnel,'est à dire que la partiule est aratérisée par sa position z ainsi que parson impulsion p. La dynamique du système est don soumise au Hamiltoniendépendant du temps suivant :
H̃(t) =

p2

2m
+ V0 cos

2πz

Λ

∑

n

δ(t − nT ) , (1.1)On peut réaliser expérimentalement un Kiked Rotor quantique en plongeantun atome froid dans un potentiel optique de la forme préédente. A�n d'amé-liorer la lisibilité des équations, un hangement d'éhelle est e�etué :� Le temps : τ = t
T� La position θ = 2π
Λ

z (modulo 2π)� L'impulsion P = 2πT
mΛ

p 9



Cela mène à un hamiltonien s'érivant :
H(τ) =

P 2

2
+ K cos θ

∑

n

δ(τ − n) (1.2)où H(τ) = 4π2T 2

mΛ2 H̃(t) et K = 4π2T
mΛ2 V0 qui est appelé le paramètre de stohas-tiité. On peut ainsi visualiser le système omme un pendule simple subissantles e�ets de "kiks" périodiques de gravité :

Fig. 1.1 � Shéma du kiked rotor. La gravité est allumée tous les nT .On peut érire les equations de Hamilton suivantes :
Ṗ = −

δH

δθ
(1.3)

θ̇ =
δH

δP
, (1.4)et les intégrer sur une période :

Pn+1 = Pn − K sin θn (1.5)
θn+1 = θn + Pn+1 , (1.6)10



Ces dernières equations traduisent l'évolution de l'impulsion sous l'e�et d'unkik, et elle de la position entre 2 kiks onséutifs. On voit ainsi que l'évolu-tion du système ne dépend1 que du paramètre de stohastiité K. La nullitéde K orrespond à un vol libre, mais en l'augmentant, le omportement passede régulier à haotique2.1.1.2 Di�usion haotiqueNous avons vu que le Kiked Rotor lassique était soumis aux équations1.5 et 1.6. Penhons nous sur le omportement de Pn − P0 en fontion de n(à savoir en fontion du temps).
∆Pn = Pn − P0 = −

n−1
∑

i=0

K sin θi (1.7)
∆Pn

2 = K2

n−1,n−1
∑

i,j=0,0

sin θi sin θj , (1.8)Comme la dynamique du système est haotique, on peut supposer que les
θi sont uniformément répartis sur [−π, π] et on va de plus supposer qu'ilssont 2 à 2 déorrélés. Moyennons à présent es deux grandeurs sur un grandnombre de trajetoires, en utilisant l'hypothèse préédente. On obtient :

〈∆Pn〉 = −K

n−1
∑

i=0

〈sin θi〉 = 0 (1.9)
〈∆Pn

2〉 = K2

n−1,n−1
∑

i,j=0,0

1

2
δi,j =

K2

2
n , (1.10)La dernière équation 1.10 signi�e que 〈∆Pn

2〉 roît linéairement ave letemps : n. C'est une di�usion haotique, dont le oe�ient de di�usion vaut
Dclass = K2

2
. On peut très failement réaliser des simulations numériques dusystème : on itére les équations 1.5 et 1.6, puis on trae 〈∆Pn

2〉 en fon-tion de n, en moyennant sur di�érentes onditions initiales. On obtient, pour
K = 10, la ourbe suivante :1Les onditions initiales mises à part.2D'où le nom de paramètre de stohastiité.11
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Fig. 1.2 � Di�usion haotique de 〈∆Pn
2〉 pour K = 10, 1000 itérations, 5000onditions initiales.On véri�e ii que l'on a e�etivement une di�usion, e qui on�rme les hypo-thèses de repartition uniforme des θi et elle de leur déorrélation 2 à 2, émiseplus haut a�n d'obtenir l'équation 1.10. Néanmoins, on onstate que, pour

K = 10, le oe�ient de di�usion Dclass ne suit pas exatement la relation
Dclass = K2

2
prédite. Un traitement plus préis3, tenant ompte des orré-lations temporelles sur la position, montre qu'en réalité, Dclass(K) osilleautour de la parabole Dclass(K) = K2

2
.

1.2 Le Kiked Rotor QuantiqueNous avons vu que l'approhe lassique du Kiked Rotor menait à unétalement linéaire (en fontion du temps) de la distribution d'impulsions.Tout naturellement, la question se pose de savoir si l'évolution quantiqued'une distribution initiale d'impulsions suit le même omportement.3Bibliographie [1℄ 12



1.2.1 Les prinipes du alul numériqueNouvelle équation de ShrödingerSimilairement au traitement de la dynamique lassique, on utilise lesmêmes renormalisations pour le Hamiltonien quantique que pour le Hamil-tonien lassique. Le Hamiltonien prend don une forme similaire à elle dé-terminée lassiquement, à la di�érene près que les grandeurs observablessont désormais des opérateurs. On obtient don une "nouvelle" équation deShrödinger :
ik̄

∂|Ψn〉

∂n
= Ĥ|Ψn〉 (1.11)dans laquelle k̄ = 4π2~T

mL2 est interprétée omme une onstante de Plank ré-duite renormalisée4 et sert don à mesurer le aratère quantique dy système(omportement quantique lorsque k̄ & 1, et lassique lorsque k̄ → 0).L'opérateur d'évolutionIntéressons nous á present à l'opérateur d'évolution sur une période ("1"en unité réduite) : Û(n → n + 1). La périodiité du Hamiltonien entraînediretement que et opérateur ne depend pas du temps n. Par dé�nition, ona :
|Ψn+1〉 = Û(1)|Ψn〉 (1.12)Et par onséquent, l'évolution d'un état initial ayant été soumis à n kikss'érit :
|Ψn+1〉 = Û(1)n|Ψ0〉 (1.13)On peut aluler aisément une forme expliite de et opérateur en déompo-sant une période en une propagation libre puis un kik. Il su�t alors d'ap-pliquer tour à tour les opérateurs Ûprop (propagation libre) et Ûkick pourfaire évoluer un état initial. Durant un temps t, l'opérateur d'évolution libres'érit :
Ûprop(t) = exp

−ip̂2

2m~
t (1.14)qui donne, tenant ompte des renormalisations :

Ûprop = exp
−iP̂ 2

2k̄
(1.15)4que l'on retrouve aussi omme résultat du ommutateur des opérateurs positions etimpulsions réduites : [θ̂, P̂ ] = ik̄. 13



Considérons à présent un kik d'une durée ǫ autour de l'instant 0 et d'inten-sité K
ǫ
. Le Hamiltonien est alors onstant entre les instants − ǫ

2
et + ǫ

2
. Onpeut don érire que :

Ûkick(ǫ) = exp

(

−
i

k̄

(

P̂ 2

2
+

K

ǫ
cos θ̂

)

ǫ

) (1.16)et en faisant tendre ǫ → 0, on obtient �nalement l'opérateur Ûkick pour unkik instantané :
Ûkick = exp

(

−
iK

k̄
cos θ̂

) (1.17)Ainsi on obtient :
Û(1) = exp

(

−
iK

k̄
cosθ̂

)

exp

(

−iP̂ 2

2k̄

) (1.18)Le alul numériqueOn peut montrer par un alul simple que Ĥ|P 〉 est une ombinaisonlinéaire de |P 〉, |P +k̄〉 et de |P−k̄〉, ainsi P n'évolue (au ours du temps) pasontinuement, mais disrètement par pas de k̄5. Cela est dû à la périodiitéspatiale du système. Par onséquent, à toute impulsion P on peut assoierunivoquement une quasi-impulsion q telle que 0 ≤ q < k̄, qui ne hangerapas au ours de l'évolution du ket |P 〉. On peut maintenant déomposer unétat dans la base des impulsions |P 〉 = |j, q〉 = |jk̄ + q〉 ou j est entier (Ontravaille à q �xé, et on moyennera par la suite les résultats sur q, étant donnéque les ouplages entre "q" di�érents sont nuls). L'état initial s'érit alors :
|Ψ0〉 =

L
∑

j=−L

a0(j, q)|j, q〉 (1.19)Rigoureusement, la taille de la base 2L + 1 devrait être in�nie, mais il estpossible de la tronquer à une valeur �nie à ondition que ela n'induise pasd'erreur signi�ative (pratiquement, il faut que ∀n|an(0, q)|2 ≫ |an(±L, q)|2).C'est ette déomposition que le programme utilise pour simuler l'évolution5Il équivalent de dire que le ouplage entre 2 état d'impulsion n'est non nul que lorsqueleur di�érene est multiple de k̄. 14



du Kiked Rotor. Dans ette dernière base, l'opérateur Ûprop est diagonal,don son appliation revient à une simple multipliation. Il faut ensuite e�e-tuer une transformée de Fourier a�n de basuler dans l'espae des positions
|θ〉 pour que l'operateur Ûkick soit alors diagonal. De ette manière, il estégalement simple à appliquer. La dernière étape une transformée de Fourierinverse pour revenir dans la base initiale. On a alors fait évoluer |Ψ0〉 d'unepériode omplète. Il su�t de répéter e yle autant de fois que le nombrede kiks souhaités pour obtenir l'évolution de la fontion d'onde en représen-tation |n, q〉. On peut alors aluler la distribution en impulsion |〈n, q|Ψn〉|

2.Toutefois ette distribution ne orrespond qu'à l'évolution d'une seule quasi-impulsion, 'est pourquoi on moyenne ii sur q. Cette moyenne a pour e�etde "reti�er" le résultat, tout en abaissant la résolution de la distributiond'impulsions, désormais égale à 1 en P/k̄.1.2.2 La loalisation dynamiqueRésultats numériquesLa simulation numérique e�etuée omme dérite au paragraphe préé-dent donne deux résultats fondamentaux : l'évolution temporelle de 〈P 2〉 etla distribution �nale d'impulsion |〈P |ΨN〉|
2 fontion de P , ou |ΨN〉 repré-sente la fontion d'onde à la �n de la série de kiks.La �gure 1.3 (a) illustre l'évolution de 〈P 2〉 en fontion du nombre dekiks. Il est visible que l'élargissement de la distribution d'impulsions se om-porte di�éremment du as lassique. Au temps ourts, on assiste à une rois-sane linéaire en n, omme dans le as lassique ( f �gure 1.4), puis, à partird'un temps dit de loalisation Nloc(en nombre de kiks), elle-i n'évolue pluset ne varie que mollement autour d'une largeur moyenne appelée longueur deloalisation, dé�nie par :

Ploc =

√

〈Ψn|P̂ 2|Ψn〉 (1.20)pour n ≫ Nloc. Ce phénomène ,qui se détahe lairement du omportementlassique, est appelé loalisation dynamique.La �gure 1.3 (b) met en évidene un deuxième point de divergene avele as lassique : tandis que, lassiquement, la distribution d'impulsions resteune gaussienne, quantiquement, elle adopte (pour un temps dépassant le15
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Fig. 1.3 � (a) : Exemple d'évolution quantique de 〈P 2〉 déterminée par simulationnumérique pour K = 10 et k̄ = 2.89. (b) : Distribution d'impulsions |〈P |ΨN 〉|2pour N > Nloc en fontion de P en rouge ; Distribution initiale gaussienne en noir.
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Fig. 1.4 � Comparaison des omportements quantique (loalisation dynamique :rouge), et lassique (di�usion haotique : noir). La simulation est réalisée ave
K = 10, k̄ = 2.89, 1000 kiks, 500 onditions initiales. On montre deux zoomsdi�érents du même graphe a�n de mieux onstater le rapprohement des deuxourbes aux temps ourts, et leur éloignement aux temps longs.
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temps de loalisation) une forme aratéristique : une distribution "doubleexponentielle" :
|〈P |Ψn≫Nloc

〉|2 ≈ e
− 2P

Ploc (1.21)On peut onstater e phénomène en traçant la distribution d'impulsions enéhelle semi-logarithmique : La �gure 1.5 montre e�etivement des pentes
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Fig. 1.5 � Distributions d'impulsions en éhelle semi-logarithmique :
|〈P |Ψn≫Nloc

〉|2 en fontion de P en rouge ; Distribution initiale gaussienne (delargeur 1) en noir.droites, e qui orrespond bien à la distribution "double exponentielle" pré-vue préédemment. Nous avons don vu dans ette dernière partie que lesomportements quantique et lassique du kiked rotor étaient di�érents :Après un temps dit de loalisation, |Ψ〉 n'évolue plus, la di�usion est gelée, etla distribution d'impulsion prend une forme de "double exponentielle". Tou-tefois, une similitude persiste : aux temps ourts, l'énergie inétique moyenneroît linéairement ave le temps, ave le même oe�ient de di�usion. A�nde mieux omprendre les deux aratéristiques du Kiked Rotor quantique,nous allons nous appuyer sur le théorème de Floquet.17



Interprétation de la loalisation dynamiqueDans les systèmes pour lesquels le Hamiltonien est indépendant du temps,la diagonalisation de e dernier détermine une base d'états stationnaires.L'évolution d'un état initial quelonque s'obtient alors par la déompositionsur ette base. Pour les systèmes dépendant du temps, ette méthode n'est engénéral pas envisageable. Néanmoins, lorsque le Hamiltonien est périodique,il est possible de dé�nir les états et valeurs propres de l'opérateur d'évolutionsur un période et, ainsi de déomposer tout état sur ette nouvelle base. Lethéorème de Floquet6 permet de dé�nir les valeurs propres de Ûq(1) parl'équation suivante :
Ûq(1)|j(q)〉 = e−iǫj,q |j(q)〉 (1.22)où ǫj,q ≡ ǫj représentent les quasi-énergies 2π-périodiques, et |j(q)〉 ≡ |j〉 lesétats propres de Ûq(1) ≡ Û appelés quasi-états du système. Après n périodes,les quasi-états n'ont don vu que leur phase évoluer :

Ûn|j〉 = e−iǫjn|j〉 (1.23)Les quasi-états peuvent être déterminés numériquement et on peut onstaterque les distributions d'impulsions des quasi-états prennent la forme araté-ristique des états loalisés : une distribution "double exponentielle" entréesur une impulsion Pj. Cei n'a pas fait partie de mon travail, néanmoins, ilest néessaire de le savoir pour avoir une bonne approhe du problème.A�n de omprendre le phénomène de loalisation dynamique, nous allonsregarder de façon analytique l'évolution de la largeur d'une distribution ini-tiale lorsque des kiks sont appliqués. Considérons un état initial du système
|Ψ0〉 dont la distribution d'impulsion |〈P |Ψ0〉|

2 est une gaussienne de largeur
P0 =

√

〈Ψ0|P̂ 2|Ψ0〉, entrée sur P = 0 et reouvrant quelques quasi-états |j〉.Après n kiks, on a :
〈P 2

n〉 = 〈Ψn|P̂
2|Ψn〉 = 〈Ψ0|(Û

†)nP̂ 2(Û)n|Ψ0〉 (1.24)e qui donne, après introdution des relations de fermetures sur les quasi-états de Floquet :
〈P 2

n〉 =
∑

j

∑

k

〈Ψ0|j〉〈j|(Û
†)nP̂ 2(Û)n|k〉〈k|Ψ0〉 (1.25)6Ce théorème est totalement analogue au théorème de Bloh, valable pour les Hamil-toniens spatialement périodiques. Le théorème de Floquet s'applique aux Hamiltonienstemporellement périodiques. 18



On applique la formule 1.23 :
〈P 2

n〉 =
∑

j

∑

k

〈Ψ0|j〉〈k|Ψ0〉〈j|P̂
2|k〉e−i(ǫk−ǫj)n (1.26)En�n, on sépare la somme pour k = j et pour k 6= j :

〈P 2
n〉 =

∑

j

|aj|
2〈j|P̂ 2|j〉 +

∑

j

∑

k 6=j

a∗
jak〈j|P̂

2|k〉e−i(ǫk−ǫj)n (1.27)où aj = 〈j|Ψ0〉 représente le reouvrement de la fontion d'onde initialeave le quasi-état de Floquet |j〉. Le premièr terme de l'équation 1.27 nedépend pas du temps. Le deuxième quant à lui, en tant que somme de termesosillants à di�érentes pulsations ωkj = ǫk − ǫjse moyennant à 0, déroîtprogressivement au ours du temps pour devenir négligeable devant le premierterme. Aux temps longs, l'équation 1.27 devient par onséquent :
〈P 2

n〉 = P 2
loc =

∑

j

|aj |
2〈j|P̂ 2|j〉 (1.28)Rigoureusement, la somme porte sur l'in�nité des quasi-états du système,toutefois, les oe�ients |aj|

2 nous permettent de restreindre ette sommeaux quasi-états non nullement reouverts par |Ψ0〉. Appelons l le nombre dees quasi-états. Cette formule n'est néanmoins valable que si la ondition debrouillage est véri�ée : ∀(j, k) , ωkjn ≫ 2π, e qui équivaut à dire que ladi�usion est gelée pour n ≫ Nloc = maxj,k(
2π
ωkj

). Comme les quasi-énergiessont 2π-périodiques, on peut les hoisir dans la premiére zone de Brillouin :
[−π, π]. Dans e as, si on les suppose uniformément réparties dans et in-tervalle, l'éart moyen entre 2 quasi-énergies onséutives est ∆ǫ = 2π

l
. On adon �nalement que :

Nloc = l (1.29)On obtient �nalement, `a ondition que l'état initial reouvre plusieurs quasi-états, que le nombre de kiks minimum pour observer le gel de la di�usion estdiretement fontion du nombre de quasi-états reouverts par l'état initial(et don indiretement des onstantes du systèmes, ontenues dans le spetredes quasi-énergies). 19



1.3 ConlusionDans e premier hapitre, nous avons vu et détaillé les omportementslassique et quantique du Kiked Rotor. En outre, nous avons onstaté queontrairement à la di�usion haotique aratéristique du système lassique, leKiked rotor quantique voyait la variane de son impulsion loaliser, à partird'un temps dit de loalisation. Le alul de la derniére setion montre bienque le gel de la di�usion (qui, aux temps ourts, est la même pour les aslassique et quantique) est dû à un e�et quantique : des interférenes des-trutives. Ce phénomène se présente omme une onséquene des symétriesdu systéme : périodiités spatiale et temporelle.

20



Chapitre 2Les Vols de LévyComme préisé en introdution de e rapport, le but de e stage a été debriser les symétries du système pour réduire les e�ets d'interférene et dé-truire la loalisation dynamique, sans revenir à une di�usion haotique. Dansette optique, l'artile de H. Shomerus "Nonexponential oherene and mo-mentum subdi�usion in a quantum Lévy kiked rotator"1 donne une amorede réponse ave les distributions de "Vols de Lévy". Cei est l'objet de eseond hapitre.2.1 Les distributions de Vols de LévyNous allons dans ette première setion dé�nir es distributions, et enexposer les propriétés fondamentales, néessaires à la ompréhension de lasuite de e rapport.2.1.1 Dé�nitionLes distributions d'entiers sont des fontions qui, à haque entier, asso-ient une probabilité de tirage ( la loi de Poisson par exemple : P (n) =
e−µ µn

n!
). Parmi es distributions, les plus utilisées en Physique sont elles quidéroissent rapidement vers 0 à mesure que n grandit, en partiulier, ellespour qui la déroissane est su�sament forte pour garantir l'existene desdeux premiers moments( dans e as, on peut appliquer le Théorème Cen-tral Limite). Les distributions dites de "Vols de Lévy" ne présentent pas1Bibliographie [3℄ 21



systématiquement ette aratéristique. En e�et leur déroissane n'est passystématiquement assez forte pour pouvoir utiliser le Théorème Central Li-mite : pour n su�samment grand, la distribution P (n) est équivalente à 1
n1+µoù µ est un paramètre de la distribution. Par onséquent, les petits entiersgardent une plus forte probabilité de tirage, mais la probabilité de tirer degrands nombre n'est pas du tout négligeable, ontrairement aux lois "las-siques" omme la loi de Poisson. Donnons un exemple de tirages suessifsd'entiers ave une loi de "Vols de Lévy" : 1, 1, 2, 1, 4, 1, 986, 3, 1 ...2.1.2 Propriétés importantesNous allons, dans l'étude qui suit nous restreindre à une loi de "Vols deLévy" : la distribution de Yule-Simon, dé�nie pour les entiers stritementpositifs, dont la formule est :

Pρ(n) = ρ
(n − 1)!Γ(ρ + 1)

Γ(ρ + n + 1)
(2.1)où ρ est un paramètre réel stritement positif de la distribution. On peut,en utilisant la formule de Stirling, retrouver le fait que pour n su�sammentgrand, Pµ(n) ∼ 1

n1+ρ , qui on�rme bien que la distribution de Yule-Simonest une distribution de "Vols de Lévy". Cette derniére expression nous faitdistinguer plusieurs as :� Si 0 < ρ ≤ 1 la valeur moyenne de n diverge.� Si 1 < ρ ≤ 2 la valeur moyenne de n est �nie, mais la valeur moyennede n2 diverge, de même don que la variane.� Si ρ > 2 les deux moments existent et sont �nis. Dans e as, on peututiliser le Théorème Central Limite habituel.En partiulier, le as intéressant dans notre problème est le premier : 'estelui qui permet d'observer les phénomènes les plus inhabituels. Plaçons nousdon dans la situation où 0 < ρ ≤ 1. On s'intéresse alors à la somme de Lévy :
TN =

N
∑

i=1

ni (2.2)où les ni sont des entiers tirés au sort indépendamment les uns des autres sui-vant la loi de Yule-Simon. La valeur moyenne des ni étant in�nie, on herheun équivalent de TN lorsque N → ∞. Un alul poussé2 montre que pour N2Bibliographie [5℄ 22



su�samment grand, TN ∼ N
1

ρ . On onstate, sans surprise, que TN diverge, etroît plus rapidement que pour des loi "lassiques", pour lesquelles TN ∼ N .En e�et, l'exposant 1/ρ est supérieur à 1 pour 0 < ρ ≤ 1.D'autre part, on s'intéresse à la loi d'arrosage d'une distribution de "Volsde Lévy" : 'est la loi de probabilité de trouver un nombre M en sommantdes nombres tirés au sort suivant une ertaine distribution (ii, elle de Yule-Simon). La loi d'arrosage ainsi dé�nie, suit la tendane suivante :
A(M) = P (TN = M) ∼

1

M1−ρ
(2.3)lorsque M est su�samment grand. La probabilité de "touher" un nombre

M en ajoutant des entiers tirés aléatoirement ave une loi de "Vols de Lévy",est d'autant plus faible que M est grand. On peut également dire que plus Mest grand, et plus il a de hane d'être "sauté" par un vol de Lévy. Cei estpartiuliérement lair sur la �gure 2.1. Cette dernière �gure est le résultat de
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Fig. 2.1 � Simulation numérique de la loi d'arrosage de la distribution de Yule-Simon en éhelle logarithmique (en noir). La distribution utilisée est elle de Yule-Simon ave ρ = 0.5. La droite en rouge est le résultat de la régression linéaire.la simulation suivante : On réalise 1000000 séquees de kiks de 10000 périodehaune : On tire au sort un entier n1 d'après la distribution de Yule-Simon.23



Cela signi�e que le temps n1 orrespondra à un kik. On tire à nouveau unentier n2, et ainsi le temps n1 + n2 orrespondra au deuxième kik de laséquene. On réitère l'opération jusqu'à atteindre 10000 (le temps total dela séquene). En ajoutant es séquenes entre elles, puis en normalisant parle nombre de séquenes (nombre de onditions initiales), on doit obtenir laloi d'arrosage. On remarque que, omme prévu, on obtient une droite. Unerégression linéaire donne une pente de −0.5, qui est le résultat attendu parla formule 2.3.2.2 L'idée de H. ShomerusEn 2007, Henning Shomerus3 publie un artile titré : "Nonexponentialoherene and momentum subdi�usion in a quantum Lévy kiked rotator". Ily explique une méthode permettant d'oberver une sous-di�usion du 〈P 2〉 duKiked Rotor quantique4. Le hangement opéré par rapport au système déritdans le premier hapitre est le suivant : au lieu soumettre le kiked rotor àdes kiks périodique, deux kiks onséutifs seront séparés par un nombre depériodes tiré au sort suivant une loi de Lévy. Une partie de mon travail aété de retrouver e phénomène par simulations, a�n de me familiariser aveles outils numériques. J'ai don repris le programme du Kiked Rotor éritpar Dominique Delande, pour pouvoir simuler le proessus de Shomerus. Envoii un résultat typique :On observe e�etivement une forme sous-di�usive, e qui montre quel'idée de Shomerus est onluante. Essayons à présent d'interpréter plus enprofondeur e phénomène de sous-di�usion.2.3 InterprétationsL'objetif de e stage étant d'observer une sous-di�usion5 de 〈P 2〉, au-sée par la destrution partielle des interférenes destrutives, il est don né-essaire de véri�er que le système lassique, modi�é selon Shomerus, restedi�usif. Cei montrerait sans équivoque que ette sous-di�usion est pure-3Department of Physis, Lanaster University, Lanaster, LA1 4YB, United Kingdom.4Cela signi�e que 〈P 2〉 ∝ tα où 0 < α < 1.5Ou autre évolution intermédiaire entre loalisation et di�usion.24



0 2000 4000 6000 8000 10000
temps

0

100

200

300

400

500

<
 P

2 
>

Fig. 2.2 � Evolution temporelle de 〈P 2〉 pour le proessus de Shomerus.10000kiks, K = 10, k̄ = 2.89, 2000 onditions initiales, ρ = 0.5ment quantique. La �gure 3.4 montre les évolutions lassique et quantiquedu Kiked Rotor modi�é selon Shomerus. On remarque que les deux évolu-tions sont très similaires et que le Kiked Rotor lassique n'est plus di�usif.La onlusion est simple : la sous-di�usion "à la Shomerus" n'est pas unesous-di�usion quantique. En revanhe, ette idée est une très bonne soured'inspiration pour atteindre le but de e stage. Avant d'essayer de "reti-�er" la proposition de Shomerus pour garder la sous-di�usion du systèmequantique, et refaire di�user le système lassique, nous allons tenter de om-prendre pourquoi le Kiked Rotor lassique est sous-di�usif. Reprenons laformule 1.10, qui démontre que le Kiked Rotor lassique standard est di�u-sif, et adaptons-la pour des kiks de Lévy : on remplae K par Kn qui vautK lorsque n orrespond à un kik et 0 sinon. Cela donne :
Pn+1 = Pn − Kn sin(θn) (2.4)

P 2
n+1 = P 2

n + K2
n sin2(θn) − 2KnPn sin(θn) (2.5)

Kn étant indépendant à la fois de Pn et de θn, la moyenne du seond termepeut s'exprimer par le produit des moyennes de Kn et de Pnsin(θn). Ii, leséquations sont semblables aux équation du Kiked Rotor original, don notresystème est toujours haotique, et on peut don supposer de la même façon25
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Fig. 2.3 � Evolutions temporelles lassique (en noir) et quantique (en rouge) duKiked Rotor "à la Shomerus". 10000 périodes, ρ = 0.5, 5000 Conditions initiales,
k̄ = 2.89, K=10.que préédemment que les θn sont uniformément répartis, et 〈Pn sin(θn)〉 ∼ 0.Si on moyenne maintenant l'équation 2.5, on obtient :

〈P 2
n+1〉 − 〈P 2

n〉 =
〈K2

n〉

2
(2.6)Ii, 〈K2

n〉 représente K2 que multiplie la probabilité d'in�iger un kik au tempsn. Don, d'après la loi d'arrosage des distributions de vols de Lévy (formule2.3), 〈K2
n〉 = K2 1

n1−ρ pour n assez grand. Si on suppose que 〈P 2
n〉 ∼ nα, alorson peut développer le membre de gauhe de l'équation 2.6 :

〈P 2
n+1〉 − 〈P 2

n〉 ≈ nα(1 +
1

αn
− 1) ∝

1

n1−α
(2.7)La supposition préédente est don parfaitement ompatible ave la loi d'ar-rosage des lois de Lévy ave la ondition que α = ρ. La sous-di�usion selonShomerus n'est don pas un phénomène quantique, mais bien une onsé-quene de la pathologie des lois de vols de Lévy. En e�et, lassiquement,un kik augmente (en moyenne) 〈P 2〉 de K2

2
. Les kiks ne sont pas assezfréquents pour faire di�user le Kiked Rotor lassique6. Le dernier hapitre6f Annexe : Di�usion ompensée. 26



de e rapport tente d'apporter une solution à e problème pour atteindrenotre objetif initial : observer une sous-di�usion quantique di�érente de ladynamique lassique.
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Chapitre 3La sous-di�usion quantique duKiked RotorNous disposons maintenant de tous les éléments pour pouvoir apporterune réponse au problème initial. Ce dernier hapitre va d'abord exposer laméthode utilisée pour pouvoir observer une sous-di�usion quantique, puis lesrésultats obtenus par simulation, et en�n des interprétations de es résultats.3.1 La méthode des "sur-kiks"La onlusion tirée du hapitre préédent est que la méthode de Sho-merus ne présente pas des kiks assez fréquents pour que le Kiked Rotorlassique soit di�usif. Il faut don y remédier tout en onservant le phéno-mène de sous-di�usion du Kiked Rotor quantique. La solution proposée estla suivante : soumettre le système à une série de kiks périodiques (ommepour le Kiked Rotor standard) d'une intensité K, à laquelle on ajoute uneséquene de kiks "à la Shomerus" (i.e. Deux kiks onséutifs sont séparéspar un nombre de périodes tiré au sort ave une distribution de Yule-Simon),d'une intensité a di�érente de K1. Sans auun doute, e proessus aura poure�et de rétablir la di�usion du système lassique, puisque seulement quelqueskiks (un nombre négligeable devant le nombre de périodes) seront hangéspar rapport au Kiked Rotor standard (e qui est véri�é sans problème parsimulation). En revanhe, nous n'avons, à priori, auune ertitude sur le faitque le omportement de sous-di�usion soit inhangé onernant le système1On appelera e type de séquene une séquene de "sur-kiks".28



quantique. Mais une idée peut nous onforter dans notre hoix : des kiks ré-guliers font loaliser le système (à ondition, bien sûr, que le nombre de kikssoit supérieur à la longueur de loalisation). Si on insère un kik "di�érent"(par son intensité ou par l'instant où il est donné) une fois le système loa-lisé, on détruit la ohérene quantique induite par les périodiités (spatialeset temporelles). Le système repart alors "à zéro" : il di�use(en partant del'impulsion qu'il avait au moment du kik "di�érent") jusqu'à se reloaliser,ou jusqu'à subir un nouveau kik "di�érent".C'est exatement e qui va se passer si on soumet le Kiked Rotor à notreméthode. De plus, l'éart moyen entre deux "sur-kiks" onséutifs divergeaux temps longs, e qui implique que les déloalisations seront de plus en plusrares à mesure que n augmente. Si es dernières avaient été régulières2, le Ki-ked Rotor quantique aurait di�usé. Cette idée de déloalisation de moins enmoins fréquente au ours du temps nous fait penser qu'un Kiked Rotor ainsidé�ni a des hanes d'adopter un omportement sous-di�usif. Si 'est bienle as, il nous faudra étudier le omportement du système en fontion de ρet de a : y a-t-il des valeurs ritiques de a en dessous de laquelle la loalisa-tion est onservée, au dessus de laquelle on retrouve la di�usion haotique ?Comment varient es seuils en fontion de ρ ? Quel lien y a-t-il entre ρ et leparamètre α de la sous-di�usion ?3.2 Résultats numériques3.2.1 Premières observationsUn résultat typique obtenu par une simulation numérique est donné en�gure 3.1. On onstate que la forme des ourbes est bien elle attendue, àsavoir une sous-di�usion. Le paramètre a roît de bas en haut, ave un pasde 0.5. La ourbe noire orrespond à a = 0 : on retrouve bien la loalisationdu Kiked Rotor quantique standard. La ourbe rouge orrespond à a =
0.5, la verte à a = 1 et ... On observe que plus a est grand et plus lasous-di�usion est prononée, e qui est en aord ave la onsidération quinous avait poussé à simuler e proessus. Plus a est grand, et plus les kiks"di�érents" sont "di�érents", e qui augmente le oe�ient de di�usion lorsde la déloalisation.On peut véri�er par ajustement ( de bonne qualité ) que es ourbes dérivent2Autrement dit, si on avait utilisé une distribution dont la moyenne est �nie.29



e�etivement des sous-di�usions, à savoir 〈P 2〉 ∝ tα où 0 < α < 1. Le mêmetravail a été réalisé pour des séquenes de "sur-kiks" données par la loide Yule-Simon ave un paramètre ρ égal à 0.2, et à 0.8. Qualitativement,le résultat est le même que pour ρ = 0.5. Nous devons maintenant étudierquantitativement les variations de α en fontion de ρ et de a.
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Fig. 3.1 � Evolution temporelle de 〈P 2〉. La simulation est réalisée ave 10000périodes, 1500 onditions initiales, ρ = 0.5, K = 10, k̄ = 2.89, et a variant de 0 à 4
3.2.2 Zones de sous-di�usionNous allons ii essayer de déterminer un ritère de sous-di�usion sur ρet a, puis nous essaierons de relier α à es deux paramètres. Sur les ourbesobtenues (omme en �gure 3.1), nous ajustons des lois de puissane ( f(t) ∝
tα ) ave une exellente préision, a�n de déterminer α, et nous pouvonstraer, à ρ �xé, α en fontion de a.La �gure 3.2 nous montre une tendane relativement laire : lorsque a estprohe de 0, le système tend à loaliser, puis rapidement, la sous-di�usionapparaît. Toutefois son exposant aratéristique n'est pas atteint brusque-ment dès que a dépasse une ertaine valeur : en e�et, il roît ave a. Pour despetites valeurs de a, α adopte une évolution quadratique, puis tend rapide-ment vers ρ. D'autre part, la �gure 3.3 montre le omportement lassique du30
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Fig. 3.2 � Variations de α en fontion de a à ρ �xé à 0.2 en noir, 0.5 en rouge, et
0.8 en bleu.même proessus : on trae le oe�ient de di�usion lassique en fontion de
a. On onstate que, pour haqueρ, Dclass osille autour d'une parabole, toutomme osillait le oe�ient de di�usion lassique du Kiked Rotor standardautour de la parabole d'équation Dclass = K2
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Fig. 3.3 � Variations de Dclass en fontion de a à ρ �xé à 0.2 en noir, 0.5 en rouge,et 0.8 en bleu.Un as important à signaler est le as où 1 ≤ ρ < 2, la distribution de31



Yule-Simon possède alors une moyenne �nie. On prédit don des di�usionspour les systèmes lassique et quantique. C'est e�etivement e qui se véri�enumériquement. On trae alors, sur le même graphe les évolutions des oe�-ients de di�usion lassique et quantique en fontion de a, et ei pour ρ = 1(f �gure 3.4). On onstate que pour a �xé, la di�usion lassique et plusrapide que la di�usion quantique, et l'éart entre les oe�ients de di�usionaugmente ave a. On en onlut que, même lorsque 1 ≤ ρ < 2, les e�etsquantiques se font ressentir.
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Fig. 3.4 � Variations de Dclass (rouge) et Dquant (noir) en fontion de a ave
ρ = 1.
3.3 BilanCe hapitre présente une méthode permettant d'observer de la sous-di�usion quantique : le système lassique de départ est di�usif, tandis quequantiquement, il est sous-di�usif. Les interférenes n'étant ni maximales, ninulles, la loalisation est brisée et l'évolution quantique ne oïnide pas avela di�usion haotique du système lassique. En résumé, on a :� Si 0 ≤ ρ < 1 → Sous-di�usion d'exposant α donné par la �gure 3.2� Si 1 ≤ ρ < 2 → Di�usion de oe�ient Dquant donné par la �gure 3.4Mais dans tous les as, l'évolution se situe entre la loalisation, et la di�usionhaotique adoptée par le Kiked Rotor lassique, e qui était l'objetif initialde e stage. 32



Conlusion
Le Kiked Rotor est très étudié dans le adre du haos quantique, puisqu'ilprésente ,lassiquement omme quantiquement, des propriétés haotiques,qui se manifestent di�éremment à ause des interférenes destrutives in-duites par les symétries du système quantique. En modi�ant le système ori-ginal, on a pu mettre en évidene un régime intermédiaire entre loalisationdynamique, et di�usion haotique. Les simulations numériques de l'intuitioninitiale sont don onluante. Néanmoins, a�n de omprendre le phénomèneplus en profondeur, de trouver des expressions analytiques de α en fontionde ρ et a, et en�n de trouver un ritére général (pour n'importe quelle sé-quene de kiks) de déloalisation non-di�usive, il est néessaire de faire uneétude théorique poussée. Cela m'a été totalement impossible, d'abord parmanque de temps, mais aussi ar je ne dispose pas des outils théoriques né-essaires à ette étude. De plus, e travail peut servir d'outils dans l'optiqued'une réalisation expérimentale du Kiked Rotor sous-di�usif.Sur un plan personnel, e stage a été extrêmement enrihissant : tout d'abordgrâe à la thématique qui a fait naître hez moi un grand intérêt, égalementgrâe aux résultats enourageant obtenus, et en�n, en dépit de mes launesthéoriques, grâe aux interprétations qualitatives qui se sont montrées fon-damentales dans la progression du raisonnement. En�n, e stage donne àl'équipe de "Dynamique des systèmes oulombiens" un travail théorique àpoursuivre. 33





Annexe : Di�usion ompenséeNous revenons ii sur le onstat que le Kiked Rotor "à la Shomerus" neomporte pas su�samment de kiks pour que le système lassique di�use. Ene�et, les distributions de vols de Lévy sont tels que 〈K2
n〉 = K2 1

n1−ρ , pour nassez grand. On déide, pour tenter de on�rmer ette hypothèse, de hanger
Kn de manière à e que 〈K2

n〉 ne dépende plus de n : on va in�iger des kiks deplus en plus forts, a�n que la déroissane de 〈K2
n〉 due à la faible fréquenedes kiks, soit ompensée. On pose Kn = K

1−ρ

2
n . Dans e as, et pour n assezgrand, l'équation 2.6 devient :

〈P 2
n+1〉 − 〈P 2

n〉 ∼
K2

2
(3.1)Ainsi, autant lassiquement que quantiquement, on devrait retrouver desdi�usions ; le résultat est le suivant : On voit lairement que la prédition
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Fig. 3.5 � Evolutions temporelles quantique (rouge) et lassique (noir) de 〈P 2〉.50000 périodes, 1500 onditions initiales, ρ = 0.5, K=10, k̄ = 2.89.est bonne. On peut don onlure dé�nitivement que la loi d'arrosage desdistributions de vols de Lévy est responsable de la sous-di�usion du systèmelassique. 35
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RésuméLe Kiked Rotor est un système dont les dynamiques lassique et quan-tique di�èrent radialement. En e�et tandis que le Kiked Rotor lassiquedi�use, le système quantique est sujet à la loalisation dynamique. Les e�etsd'interférenes quantiques sont à l'origine de ette di�érene de omporte-ment. Ils sont ausés par la périodiité temporelle du potentiel du KikedRotor. Don, en brisant partiellement ette périodiité, grâe aux distribu-tions larges de "vols de Lévy", on détruit la ohérene quantique, soure desinterférenes, et on trouve un régime intermédiaire entre les régimes di�usif,et loalisé : le régime sous-di�usif. On étudie numériquement e régime, sasoure, et ses zones d'existene.
AbstratWhereas the lassial dynamis of the Kiked Rotor despits a di�usivebehavior, the quantum evolution is subjeted to the "dynamial loaliza-tion". This di�erene is due to subtle interferene e�ets, arising from theperiodiity of the kik sequene. Adding Levy noise, we partially destroy thisperiodiity, and thus, the quantum oherene, resulting in a new behavior :a subdi�usive evolution. Thanks to numerial omputation, we investigatethis mode, its origin, and the onditions of its existene.
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